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 فصل اول بردارها 

 :مختصات قائم در فضا 1.1مجموعه مسائل

 در هریک از تمرین های زیر فاصله نقاط داده شده را به دست آورید.

1)B(4,3)    ,  A(2,1) 

ȁ𝐴𝐵ȁبا استفاده از فرمول  = ට(𝑎1 − 𝑏1)2 + (𝑎2 − 𝑏2)2:داریم 

ȁ𝐴𝐵ȁ = ට(2 − 4)2 + (1 − 3)2 = ඥ4 + 4 = 2ξ2  

2)B(0,1)   ,  A(3,5) 

ȁ𝐴𝐵ȁ = ඥ(3 − 0)2 + (5 − 1)2 = ඥ9 + 16 = ඥ25 = 5   

3)O(0,0,0,)    , A(2,1,4) 

ȁ𝐴𝐵ȁ = ඥ22 + 12 + 42 = ξ21   

4)B(7,1,6)   ,A(-1,2,-3) 

ȁ𝐴𝐵ȁ = ට(−1 − 7)2 + (2 − 1)2 + (−3 − 6)2 = ඥ64 + 1 + 81 = ඥ146  

  را  پیدا کنید. B (0,1,2)و A(2,1,4)کهABوسط پاره خط C(مختصات نقطه 5

ە
ۖ
۔

ۖ
𝑥𝑐ۓ =

1

2
(2 + 0) = 1                                   

𝑦𝑐 =
1

2
(1 + 1) = 1    => 𝐶 = (1,1,3)

𝑧𝑐 =
1

2
(4 + 2) = 3                                 
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 ی سه بعدی :بردارها در فضا2.1مجموعه مسائل

𝒃𝓲ሬሬሬሬԦرا به صورت  𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬԦبردار 3تا1در تمرین های  + 𝒃𝓳ሬሬሬሬԦ + 𝒄𝒌ሬሬሬሬԦ.بنویسید 

1)B(4,-1,2)     A(2,0,1) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ( داریم1باتوجه به فرمول ) = 𝐵ሬԦ − 𝐴Ԧ = (2, −1,1) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ=2𝒾Ԧ :( داریم2و با توجه به فرمول ) − 𝒿Ԧ + 𝑘ሬԦ  

2)B(1,-1,2)     A(0,0,0) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 𝐵ሬԦ − 𝐴Ԧ = (1, −1,2) => 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 𝒾Ԧ − 𝒿Ԧ + 2𝑘ሬԦ   

3)B(4,1,2)     A(-1,2,3) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 𝐵ሬԦ − 𝐴Ԧ = (5, −1, −1) => 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬԦ = 5𝒾Ԧ − 𝒿Ԧ − 𝑘ሬԦ  

𝑨ሬሬԦبردارهای 5و4در تمرین های  − 𝟐𝑩ሬሬԦ, 𝑨ሬሬԦ + 𝟑𝑩ሬሬԦ .را پیدا کنید 

4) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝓲Ԧ − 𝒌ሬሬԦ, 𝑨ሬሬԦ = 𝟑𝓲Ԧ − 𝟐𝓳Ԧ + 𝒌ሬሬԦ  

𝐴Ԧ − 2𝐵ሬԦ = 3𝒾Ԧ − 2𝒿Ԧ + 𝑘ሬԦ − 2 ቀ2𝒾Ԧ − 𝑘ሬԦቁ = −𝒾Ԧ − 2𝒿Ԧ + 3𝑘ሬԦ   

𝐴Ԧ + 3𝐵ሬԦ = 3𝒾Ԧ − 2𝒿Ԧ + 𝑘ሬԦ + 3 ቀ2𝒾Ԧ − 𝑘ሬԦቁ = 9𝒾Ԧ − 2𝒿Ԧ − 2𝑘ሬԦ  

5) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝓲Ԧ + 𝟕𝓳Ԧ − 𝟑𝒌ሬሬԦ, 𝑨ሬሬԦ = −𝓲Ԧ + 𝓳Ԧ − 𝒌ሬሬԦ 

𝐴Ԧ + 3𝐵ሬԦ = −𝒾Ԧ + 𝒿Ԧ − 𝑘ሬԦ + 3 ቀ2𝒾Ԧ + 7𝒿Ԧ − 3𝑘ሬԦቁ = 5𝒾Ԧ + 22𝒿Ԧ − 10𝑘ሬԦ  

𝐴Ԧ − 2𝐵ሬԦ = −𝒾Ԧ + 𝒿Ԧ − 𝑘ሬԦ − 2 ቀ2𝒾Ԧ + 7𝒿Ԧ − 3𝑘ሬԦቁ = −5𝒾Ԧ − 13𝒿Ԧ + 5𝑘ሬԦ  

 (طول بردارهای زیر راپیدا کنید.6

𝑨ሬሬԦ الف: = 𝟒𝓲Ԧ − 𝟑𝓳Ԧ 

ห4𝒾 − 3𝒿ห = ට42 + (−3)2 = 5  

𝑩ሬሬԦ ب: = 𝟓𝓲Ԧ − 𝓳Ԧ + 𝒌ሬሬԦ 

ห5𝒾 − 𝒿 + 𝑘ห = ට52 + (−1)2 + (1)2 = ξ27 = 3ඥ3  
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 :حاصل ضرب داخلی یا عددی 3.1مجموعه مسائل 

 در تمرین های زیر زاویه بین بردارهای داده شده را معین کنید.

1) 𝑩ሬሬԦ = 𝟑𝓲Ԧ + 𝓳Ԧ + 𝟕𝒌ሬሬԦ      , 𝑨ሬሬԦ = 𝓲Ԧ + 𝟐𝓳Ԧ + 𝟓𝒌ሬሬԦ 

cos 𝜃 =
3×1+2×1+7×5

ඥ32+12+72.ඥ12+22+52
=

40

ξ1770
= 0.95  

=> 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−10.95 = 18.05° 

2) 𝑩ሬሬԦ = 𝟑𝓲Ԧ − 𝟑𝓳Ԧ      , 𝑨ሬሬԦ = 𝟐𝓲Ԧ − 𝓳Ԧ + 𝟐𝒌ሬሬԦ 

cos 𝜃 =
3×2+(−3×−1)+(0×2)

ට22+(−1)2+22.ඥ32+32
=

9

ξ9.3ξ2
  

=
1

ξ2
=

ξ2

2
=>  𝜃 =

𝜋

4
  

3) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝓲Ԧ + 𝓳Ԧ + 𝒌ሬሬԦ      , 𝑨ሬሬԦ = 𝓳Ԧ − 𝒌ሬሬԦ 

cos 𝜃 =
2×0−1×1+(1×−1)

ඥ22+12+12.ට12+(−1)2
= 0 => 𝜃 =

𝜋

2
  

 نشان دهید که دو بردار داده شده بر هم عمود هستند . 6تا  4درتمرینهای 

4) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝓲Ԧ + 𝓳Ԧ + 𝒌ሬሬԦ      , 𝑨ሬሬԦ = 𝟑𝓲Ԧ + 𝟕𝓳Ԧ − 𝟏𝟑𝒌ሬሬԦ 

𝐵ሬԦکافی است نشان دهیم که = 0 𝐴Ԧ. پس با توجه به 

𝐵ሬԦ = 2 × 3 + 1 × 7 + 1 × −13 = 13 − 13 = 0 𝐴Ԧ. در نتیجه𝐴Ԧ و𝐵ሬԦ.بر هم عمودند 

5) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝓲Ԧ − 𝓳Ԧ + 𝒌ሬሬԦ      , 𝑨ሬሬԦ = 𝟐𝟎𝓲Ԧ + 𝟐𝟗𝓳Ԧ − 𝟏𝟏𝒌ሬሬԦ 

𝐵ሬԦ = 2 × 20 + (−1 × 29) + (−11 × −1) = 40 − 40 = 0 𝐴Ԧ. 

6) 𝑩ሬሬԦ = 𝟑𝓲Ԧ − 𝟕𝓳Ԧ − 𝟏𝟑𝒌ሬሬԦ      , 𝑨ሬሬԦ = 𝟐𝟎𝓲Ԧ + 𝟐𝟗𝓳Ԧ − 𝟏𝟏𝒌ሬሬԦ 

𝐵ሬԦ = 3 × 20 + (−7 × 29) + (−13 × −11) = −203 − 203 = 0 𝐴Ԧ. 

 پیدا کنید.𝑩ሬሬԦ را روی  𝑨ሬሬԦبردار تصویر 11تا7در تمرین های 

7) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝓲Ԧ − 𝓳Ԧ + 𝟐𝒌ሬሬԦ     , 𝑨ሬሬԦ = 𝓲Ԧ  
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𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵
𝐴 =

𝐴Ԧ.𝐵ሬԦ

𝐵ሬԦ.𝐵ሬԦ
 𝐵ሬԦ =

2×1+0+0

22+(−1)2+22
(2𝒾Ԧ − 𝒿Ԧ + 2𝑘ሬԦ)  

=2

9
ቀ2𝒾Ԧ − 𝒿Ԧ + 2𝑘ሬԦቁ =

4

9
𝒾Ԧ −

2

9
𝒿Ԧ +

4

9
𝑘ሬԦ  

8) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝒊Ԧ − 𝒋Ԧ + 𝟐𝒌ሬሬԦ            , 𝑨ሬሬԦ = 𝒋Ԧ 

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵
𝐴 =

𝐴Ԧ⋅𝐵ሬԦ

𝐵ሬԦ⋅𝐵ሬԦ
𝐵ሬԦ =

2×0+(−1×1)+2×0

22+(−1)2+22
(2𝑖Ԧ − 𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦ)  

= −
1

9
(2𝑖Ԧ − 𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦ) = −

2

9
𝑖Ԧ +

1

9
𝑗Ԧ −

2

9
𝑘ሬԦ  

9) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝒊Ԧ − 𝒋Ԧ + 𝟐𝒌ሬሬԦ        , 𝑨ሬሬԦ = 𝒌ሬሬԦ 

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵
𝐴 =

𝐴Ԧ⋅𝐵ሬԦ

𝐵ሬԦ⋅𝐵ሬԦ
𝐵ሬԦ =

2×0+(−1×0)+2×1

22+(−1)2+22
(2𝑖Ԧ − 𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦ)  

   = 2

9
ቀ2𝑖Ԧ − 𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦቁ =

4

9
𝑖Ԧ −

2

9
𝑗Ԧ +

4

9
𝑘ሬԦ 

10) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝒊Ԧ − 𝒋Ԧ + 𝟐𝒌ሬሬԦ        , 𝑨ሬሬԦ = 𝒊Ԧ + 𝒋Ԧ 

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵
𝐴 =

𝐴Ԧ⋅𝐵ሬԦ

𝐵ሬԦ⋅𝐵ሬԦ
𝐵ሬԦ =

2×1+(−1×1)+2×0

22+(−1)2+22
(2𝑖Ԧ − 𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦ)  

1

9
ቀ2𝑖Ԧ − 𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦቁ =

2

9
𝑖Ԧ −

1

9
𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦ  

11) 𝑩ሬሬԦ = 𝟐𝓲Ԧ − 𝒋Ԧ + 𝟐𝒌ሬሬԦ      , 𝑨ሬሬԦ = −𝓲Ԧ + 𝟐𝒋Ԧ + 𝟑𝒌ሬሬԦ 

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐵
𝐴 =

𝐴Ԧ⋅𝐵ሬԦ

𝐵ሬԦ⋅𝐵ሬԦ
𝐵ሬԦ =

(2×−1)+(−1×2)+2×3

22+(−1)2+22
(2𝑖Ԧ − 𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦ)  

  = 2

9
ቀ2𝑖Ԧ − 𝑗Ԧ + 2𝑘ሬԦቁ =

4

9
𝑖Ԧ −

2

9
𝑗Ԧ +

4

9
𝑘ሬԦ 

 ی بردار داده شده را بیابید.کسینوس های هادی و زوایای هاد

12)2 𝒊 -6 𝒋 +9 𝒌  

cos 𝜃1 =
2

ȁ𝑎ȁ
=

2

ξ4+36+81
=

2

11
=> 𝜃1 ≃ 79.52∘  

𝑐𝑜𝑠 𝜃2 =
−6

ȁ𝑎ȁ
=

−6

11
=> 𝜃2 ≃ 123.06∘   

𝑐𝑜𝑠 𝜃3 =
9

ȁ𝑎ȁ
=

9

11
=> 𝜃3 ≃ 35.10∘  
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13)12 𝒊 +4 𝒋 -3 𝒌 

𝑐𝑜𝑠 𝜃1 =
12

ȁ𝑎ȁ
=

12

ξ144+16+9
=

12

13
=> 𝜃1 ≃ 22.62∘  

𝑐𝑜𝑠 𝜃2 =
4

ȁ𝑎ȁ
=

4

13
=> 𝜃2 ≃ 72.08∘   

𝑐𝑜𝑠 𝜃3 =
−3

ȁ𝑎ȁ
=

−3

13
=> 𝜃3 ≃ 103.34∘  

14) 6 𝒊 +2 𝒋 +3𝒌 

𝑐𝑜𝑠 𝜃1 =
6

ȁ𝑎ȁ
=

6

ξ36+40+9
=

6

7
=> 𝜃1 ≃ 31.003∘  

𝑐𝑜𝑠 𝜃2 =
2

ȁ𝑎ȁ
=

2

7
=> 𝜃2 ≃ 73.40∘   

𝑐𝑜𝑠 𝜃3 =
3

ȁ𝑎ȁ
=

3

7
=> 𝜃3 ≃ 64.62∘  

(نشان دهید شرط لازم و کافی برای ان که یک متوازی الاضلاع لوزی باشد ان است که اقطارش 15

 بر هم عمود باشند.

 

ȁ𝑎Ԧȁبا توجه به لوزی زیر  = ቚ𝑏ሬԦቚ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦو = 𝑎Ԧ  + 𝑏ሬԦ و 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬԦ = 𝑎Ԧ  − 𝑏ሬԦ  

(𝑎Ԧ . 𝑏ሬԦ ).( 𝑎Ԧ − 𝑏ሬԦ)=ȁ𝑎Ԧȁ2 − ቚ𝑏ሬԦቚ
2

= 0 

=>(𝑎Ԧ + 𝑏ሬԦ )⊥( 𝑎Ԧ − 𝑏ሬԦ)<=> 𝐵𝐷ሬሬሬሬሬሬԦ ⊥ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬԦ  

(نشان دهید شرط لازم و کافی برای آن که یک چهار ضلعی متوازی الاضلاع باشد آن است که 16

 اقطارش یکدیگر را نصف کنند.

یگر را که در اثبات ما مورد استفاده قرار خواهد گرفت ثابت می کنیم برای اثبات این قضیه ابتدا یک قضیه د

که 𝑐Ԧباشند آن گاه بردار Qو  Pدو بردار بین مبدا و نقاط 𝑏ሬԦو 𝑎Ԧو صورت قضیه اخیر بدین صورت است که اگر

واقع می شود برابر است با PQبین مبدا و وسط پاره خط 
1

2
(𝑎Ԧ  + 𝑏ሬԦ). 
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ȁ𝑃𝑘ሬሬሬሬሬԦȁ :فرض = ȁ𝑘𝑄ሬሬሬሬሬԦȁ  

𝑐Ԧ حکم: =
1

2
(𝑎Ԧ + 𝑏ሬԦ) 

𝑐Ԧ 𝑎ሬԦ 𝑃𝑘ሬሬሬሬሬԦ

𝑐Ԧ 𝑏ሬԦ 𝑄𝑘ሬሬሬሬሬԦ 2𝑐Ԧ دو رابطه را با هم جمع می زنیم  = 𝑎Ԧ + 𝑏ሬԦ + 𝑃𝑘ሬሬሬሬሬԦ 𝑄𝑘ሬሬሬሬሬԦ    اثبات

دو بردار با اندازهای برابر ولی در دو سوی مخالف هم هستند جمع برداری آن ها صفر می شود 𝑃𝑘ሬሬሬሬሬԦو𝑄𝑘ሬሬሬሬሬԦچون 

𝑐Ԧ :بنابراین  =
1

2
(𝑎Ԧ + 𝑏ሬԦ) 

 می رویم:                                           حال سراغ اثبات قضیه اصلی

 متوازی الاضلاع است PQRSفرض:چهار ضلعی 

 حکم: قطرها نصف یکدیگر هستند.

 اثبات:می دانیم در متوازی الاضلاع قطر برابر جمع برداری دو ضلع غیر موازی است . پس

(1) 𝑆𝑄 = 𝑎Ԧ + 𝑏ሬԦ 

 در نظر می گیریم بنابراین طبق قضیه ای اثبات آن آمد داریم  PRرا وسط پاره خطoنقطه 

(2) 𝑆𝑄ሬሬሬሬሬԦ =
1

2
(𝑎Ԧ + 𝑏ሬԦ) 
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𝑆𝑄ሬሬሬሬሬԦ نتیجه می گیریم که  (2)و(1)از رابطه  =
1

2
 𝑆𝑄ሬሬሬሬሬԦ  بنابراین قطرها یکدیگر رانصف می کنند.∶

 دو بردار عمود باشند ثابت کنید𝑩ሬሬԦو 𝑨ሬሬԦ(اگر 17

                                                          ȁ 𝑨ሬሬԦ + 𝑩ሬሬԦห
𝟐

= ȁ𝑨ሬሬԦȁ𝟐 + ȁ𝑩ሬሬԦȁ𝟐

ȁ𝐴Ԧ + 𝐵ሬԦȁ2 = (𝐴Ԧ + 𝐵ሬԦ) ⋅ (𝐴Ԧ + 𝐵ሬԦ) = ȁ𝐴Ԧȁ2 + ȁ𝐵ሬԦȁ2 + 2𝐴Ԧ ⋅ 𝐵ሬԦ
  

𝐴Ԧبر هم عمود هستند لذا  𝐵ሬԦو𝐴Ԧچون بردارهای  ⋅ 𝐵ሬԦ =  می باشد.0

𝑨ሬሬԦ(اگر18 = 𝒊Ԧ + 𝟐𝒋Ԧ + 𝟑𝒌ሬሬԦ  𝑪ሬሬԦ = 𝟑𝒊Ԧ + 𝒋Ԧ, 𝑩ሬሬԦ = −𝒊Ԧ + 𝟐𝒋Ԧ + 𝒌ሬሬԦ,   ,مقدارt را طوری پیدا کنید که

𝑨ሬሬԦ + 𝒕𝑩ሬሬԦ اربر برد𝑪ሬሬԦ .عمود باشد 

𝐴Ԧ + 𝑡𝐵ሬԦ = (1 − 𝑡)𝑖Ԧ + (2 + 2𝑡)𝑗Ԧ + (3 + 𝑡)𝑘ሬԦ  

𝐴Ԧ + 𝑡𝐵ሬԦ). 𝐶Ԧ = 3(1 − 𝑡) + (2 + 2𝑡) + 0 = 0 => 𝑡 = 5 ( 

𝟒𝒊Ԧپیدا کنید که بر بردارxy(بردار یکه ای موازی با صفحه19 − 𝟑𝒋Ԧ + 𝒌ሬሬԦ .عمود باشد 

𝑈ሬሬԦ = 𝑎𝑖Ԧ + 𝑏𝑗Ԧ    , ඥ𝑎2 + 𝑏2 = 1   , 𝐴Ԧ = 4𝑖Ԧ − 3𝑗Ԧ + 𝑘ሬԦ  

𝐴Ԧ. 𝑈ሬሬԦ = 4𝑎 − 3𝑏 = 0  

ቐ
4𝑎 − 3𝑏 = 0 => 𝑏 =

4

3
𝑎                                                                 

𝑎2 + 𝑏2 = 1 => 𝑎2 +
16

9
𝑎2 = 1 => 25𝑎2 = 9 => 𝑎 = ±

3

5

  

a=−
3

5
=>b=−

4

5
     ,  𝑈ሬሬԦ = −

3

5
𝑖Ԧ −

4

5
𝑗Ԧ  

 Bو  A(نشانه دهید برای هر دو بردار دلخواه20

 ȁ 𝑨ሬሬԦ + 𝑩ሬሬԦ ȁ𝟐 +  ȁ 𝑨ሬሬԦ − 𝑩ሬሬԦ ȁ𝟐 = 𝟐ȁ𝑨ሬሬԦȁ𝟐 + 𝟐ȁ𝑩ሬሬԦȁ𝟐  

 ቚ 𝐴Ԧ + 𝐵ሬԦ ȁ2 +  ቚ 𝐴Ԧ − 𝐵ሬԦ ȁ2 = (𝐴 + 𝐵). (𝐴 + 𝐵) + (𝐴 − 𝐵). (𝐴 − 𝐵) 

 =A.A+2A.B+B.B+A.A-2A.B+B.B 

=2ȁ𝐴Ԧȁ2+2ȁ𝐵ሬԦȁ2 

 


